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Annotatsiya

Dunyodagi ko‘plab ilmiy tadqiqotlarda, ragamli signallar bilan ishlashda
splayn funksiyalaridan foydalanish keng qo‘llaniladi. Hozirgi vaqtda ragamli
signallarni tanlashning ko‘plab usullari mavjud. Ularga misol qilib Lagranj va
Nyuton interpolyatsion usullari, splayn funksiya, Fure gqator va ko‘rsatkichli
funksiyalarni yaginlashtirish usullari, chizigli tenglamalar tizimini yechishning
ortogonal wusullari, diskret to‘lqinli transformatsiyalar va bir qator boshqa
interpolyatsion usullari kiradi. Tadgigot davomida teng oraliglar uchun kubik B-
splayn funksiyasi va lokal Natural splayn-funksiyasi tanlab olingan. Ushbu
maqgolada funksiyalarni interpolyatsiya jarayoni lokal kubik splayn funksiyalarni
berilgan analitik funksiyalarga yaginlashishi batafsil yoritilgan.

Tayanch so‘zlar: Lokal splayn-funksiyalar, lokal Natural splayn-funksiya,
interpolyatsiya jarayoni, kubik B-splayn, analitik funksiyalar.
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AHHOTALUSA

Bo MHOrmx MUpOBBIX HAy4YHBIX HCCIEIOBAHUAX IIMPOKO NPHUMEHSETCA
WCIIOJIb30BaHUE CIUIalH-QyHKIUH mpu paboTe ¢ mu@PpoOBBIMU CHUTHaIaMu. B
HACTOSIIEE BPEMS CYIIECTBYET MHOXKECTBO CITOCOOOB BEIOOpA HU(PPOBBIX CUTHAJIOB.
K HuM oTHOCATCA MeToanl uHTepnoyisinuu Jlarpanka w HperoToHa, MeETOIbI
anmpoOKCUMAIINH CIUTaH-(pyHKIMeH, psaagamu Oypse U MoKa3zaTeabHOU (PyHKITHEH,
OPTOTOHAJIBHBIE METOJbl PELICHHUS CUCTEM JIMHEWHBIX YPAaBHEHHU, JUCKPETHBIE
BeUBIET-IpeoOpa3oBaHusl W psii APYrUX METOAOB HUHTepnoisuuu. B xozge
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uccienoBaHus KyOudeckas B-crumaiH-QyHKUMST W JIOKalbHas €CTeCTBEHHas
CIUTaH-(PYHKIMS ObUIM BBIOpaHBI JJII PaBHBIX HHTEpBajioB. B 3Toi craThe
NOAPOOHO  OMHUCHIBAETCA  MPOLECC  HMHTEPHOMALMM  (YHKUHUH,  KOTOPBIM
annpOKCUMHUPYET (PYHKIMHM JOKAJIBHOIO KyOMUYECKOro CIUIaiiHa K 3aJaHHBIM
AHATUTUYECKUM (PYHKIUSM.

KutoueBblie cjioBa: JIokaJibHBIE CTUTANMH-(YHKIINY, JIOKAJIbHAS €CTECTBEHHAS
CrulaliH-(QYHKIUS, HWHTEPHOJSIUOHHBIM  mporecc, KyOuueckuidt  B-crmali,
aHANIUTUYECKUE (PYHKIUU.

Dunyoda tez rivojlanayotgan axborot-kommunikatsion texnologiyalarida
aniglangan signallarni tiklash, ragamli ishlov berish algoritmlaridan foydalanish va
optimal yechimlarni topish uchun yuqori unumli, samarali hisoblash usullarini
ishlab chigish muhim ahamiyat kasb etmoqda. Jumladan lokal splayn-funksiyalarni
qurishda hisoblar sonining kamligi, yugori aniglik darajasi, ragamli ishlov berish
algoritmlarining moslashuvchanligi, optimal differensial va ekstremal xossalari,
parametrlarni  hisoblashning soddaligi tufayli signallarni ragamli ishlash
algoritmlarini yaratishda muhim matematik vosita hisoblanadi [1-3], [6,7]. Quyida
bir nechta lokal splayn funksiyalarini qurilishini keltirib o‘tamiz.

n — darajali ixtiyoriy S,,(x) interpolyatsiyalanadigan f (x) funksiya quyidagi
ko‘rinishga ega bo‘lgan B-splaynning [a:b] oraliqdagi formulasini keltiramiz [19-
21]:

n-1
fO=5@ = ) bB,(),  asxsbh, )

i=-1
Bu yerda n — splayn darajasi, b; — koeffitsiyentlar, B, (x) asosiy funksiyani
ifodalaydi. Yugoridagi formula asosida n=3 holatida kubik B-splayn funksiyasini
ko‘rib chigamiz (2).
S;(x) = b_yB_1(x) + byBy(x) + by B;(x) + b,B,(x), (2),
(2) formuladagi B;,(x) asosiy funksiyaning giymatlarini quyidagicha
hisoblaymiz (3), (4):

(1 agar x; < x < Xj4q,
Bio(x) = {O, boshqa holatda. )
X — X; Xign — X
Bin(¥) = —Bin1(0) + +——"——Bjy1 0 1 (%), ),

i+n i Xitn — Xi+1



B; ;(x) asosiy funksiyani x e[0:2] oraligda hisoblaymiz. Bir gancha
hisoblashlar va soddalashtirishlardan so‘ng kubik B-splaynning asosiy funksiyasi

quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi (5).

( 0, x =2,
_ 3
'% 1<x<2, 6
Bs(x) = etz s 5
|1+3(1 x)+3’6(1 x)“—3x ,0 <x<1,
k B(—x), 0<x

Kubik B-splaynning asosiy funksiyasini [-2:2] oralig‘idagi grafigi quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi (1-rasm).
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1-rasm. Kubik B-splayn funksiyasini [-2:2] dagi grafigi
S;(x) ni hisoblash jarayonida B-splaynning [0:1] oraligdagi barcha

giymatlaridan foydalanib, signallarni tiklashga erishiladi.

(1) formuladagi b; koeffitsiyentlarni hisoblash jarayonida berilgan
giymatlarning ganchadan olinishiga ko‘ra turlicha hisoblanadi [5,6]. Biz berilgan
giymatlar yordamida b; koeffitsiyentlarni uch, besh, yetti nugtali formula yordamida
aniglaymiz (6), (7), (8).

b; koeffitsiyentlarni hisoblashning 3 — nugtali formulasi:

by = (g) (~fics + 8, — fiva), (©),

b; koeffitsiyentlarni hisoblashning 5 — nugtali formulasi:
1
bi = (3g) Uiz = 10fics + 54f; = 10fiss + fis2), ™,
b; koeffitsiyentlarni hisoblashning 7 — nugtali formulasi:

1
bi = (m) (=fi-s + 12fi_5 — 75fi—1 + 344f; — 75fi41 + 12fi15 — fira), (8).

bu yerda, f; — dastlabki berilgan nuqgtalar giymati.



Analitik  funksiyalarni  tiklashda natural splayn-funksiyasidan keng
foydalaniladi. Quyida uning qurilish usuli keltirilgan [12, 20].
Har bir [x;x.,](i=1n—1) oraligdagi S(x)=S;(x) funksiyani uchunchi
darajali ko‘phad ko‘rinishida qidiramiz (9).
Si(x) = @+ bi(x = x) + 2 (x —x)? + L (x = x)° )
Xi1<x<x,i=12,...,N,
bu yerda a;,b;,c;, d; aniglanishi kerak bo‘lgan koeffitsiyentlar. Keltirilgan
koeffitsiyentlarni aniglash quyidagicha amalga oshiriladi.
Si'(x) = by + ¢;(x = x0) + 5 (x — x))?,
() = ¢ +di(x —x) S; “(x) = d;
yugoriga asoslanib koeffitsiyentlarni quyidagicha yozib olamiz
a; = Si(x;), by = S; (x;), ¢ = S/ (x),d; = S; " (x).
Biz interpolyatsiya shartiga S(x;) = f(x;),i = 1,2,...,N, ko‘ra,
a, =f(x),i=12,..., N.
koeffitsiyentlarni aniglaymiz a, = f(x,).
Bundan tashgari, funksiyaning uzliksizlik shartini quyidagicha yozib olamiz.
Si(x) = Sip1(x),i=12,...,N—1.
Demak, S(x) kubik splayn uchun ifodalarni hisobga olib, i =1,2,...,N -1 ta
tenglamalar quyidagicha ko‘rinishda ifodalanadi

Ci d;
;= Qipg F bipa O = Xign) + 757 06— xi41)? + 72 (0 — x340)°,

Agar h; =x; —x;_, belgilash Kiritsak, umumiy holatda tenglamalar (10)
ko‘rinishi keladi.

h? n} .
hibi _?Ci +zdi = ﬁ —ﬂ_l,?(-_)(-_)e_) L= 1,2 ..... N (10)

endi birinchi tartibli hosila uchun uzluksizlik shartini yozamiz
S;'(x) =8"111(x),i=12,...,N—1
yugoridagi almashtirishlardan so‘ng tenglamalar (11) ko‘rinishga keladi

hici —_ihi = bi - bi—l; o002 0= 2,3 ..... N (11)

Ikkinchi tartibli hosilaning uzluksizlik shartidan (12) tenglamalarni olamiz

hidi =C; —Ci_q, o020 = 2,3 ..... N. (12)



(10) - (12) larni birlashtirib, 3N noma’lum b;,c;,d;, i =1,2,...,N uchun 3N - 2
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz.

Ikkita yogolgan tenglamani S(x) kubik splayn uchun u yoki bu chegara shartini
o‘rnatish yo‘li bilan olish mumkin. Masalan, f(x) funksiya f”(a) = f"(b) =0
shartini ganoatlantiradi deylik. Keyin tabiiy ravishda aniq s (a) = S”(b) = 0, bo‘lishi
kerak. Bu yerdan biz quyidagilarga ega bo‘lamiz S; " (x,) = 0,Sy" (xy) = 0, yaniy, c¢; —
dihy =0,cy =0,

E’tibor bersak, ¢, — d,#, = 0, sharti (12) tenglama bilan mos keladi.

i = 1 uchun, agar ¢, = 0 qo‘ysak, shunday qilib, kubik splaynning koeffitsiyentlarini

aniglash uchun yopiq tenglamalar tizimiga kelamiz:

hidi =C; —Ci_q, i = 1,2,...,N,C0 =Cy = 0, (13)
2

hiCi —h?ldl = bi - bi—ll i = 1,2,...,N, (14)
h? h? ;

hibi_?lci'*zldi:fi_fi—p I,=1,2,...,N. (15)

Ushbu tizimning yechimi borligini ko‘rib chiqamiz. Biz b;,d;, i = 1,2,...,N — 1,
(13) - (15) o‘zgaruvchilarni chigarib tashlaymiz va fagat ¢;, i =1.2,...,N -1,
bo‘lgan tizimni olamiz. Buning uchun ikkita qo‘shni tenglamani ko‘rib chigamiz

(15):

ki fimfi
— b gyl Jim
bi = > Ci 6 dl + hl- )
hy- hi- fi-1 — fi2
bi_y = lTlci—l - lTldi—l + llhl—_ll
va ikkinchi tenglamani birinchi tenglamadan ayiramiz.
1 1 C— f. = f
by = bios = 5 Ui — hioacioa) — = (W = Wydyy) + 1Tt Jma 2T
2 6 h; hi_y

Tenglikni chap tarafi b; —b;_; o‘rniga (14) tenglamani almashtiramiz va

soddalashtiramiz:

2 2 s _r
hici + hi_1¢i_1 — hl3_1 di_y — %di =2 (fl ]1);1-1 - fl_hli_}:l_z)- (16)

Keyin, (13) tenglamani ko‘rinishini quyidagicha yozib
h?di = hi(c; — €i—1), hiz—ldi—l = hi—1(Ci—1 = Ci—2)
va (16) tenglamaga almashtirib soddalashtiramiz



fizfir_fin=fiay
D e

Nihoyat, c; koeffitsiyentlarini aniglash uchun biz tenglamalar sistemasiga

hi—1Ci—y + 2(hi—q + h;)ci—q + hic; = 6(

egamiz.

hiciot + 201 + hiy)Ci + hisa iy = 60— TSy, (17)

hit1 h;
i=12,...,N,cg =cy =0.

Diagonal targalganligi sababli (17) tenglamalar sistemasi yagona yechimga
ega. Sistemaning matritsasi uch diogonalli bo‘lganligi uchun progonka usuli bilan
yechimni topamiz. (17) tenglamani matritsada ifodalash qulay bo‘lishi uchun
quyidagicha yozib olamiz.
firn—fi  fi—fima

Ajci—q + Bici + Ciciyq = 6( )-
hisq hi
Co = w1C1 + [y, Oy = WaCyn—1 + [ (18)

Co

A, B, C, O o 0 0 071l ¢
0 4, B, G, 0 0 0 0f ¢
0 0 A, B, 0 0 0 Off cs
0 0 0 0 By, Coy 0 0|lcos
0 0 0 0 Avy By Coi 0llcns
o 0 0 o0 - A, B, Cllcna
L ¢, |

hi(fa = f1) = ha(fL = fo)
hy(fs = f2) = hs(f2 = f1)
6 hs(fa = f3) — ha(fs = f2)

Mt hi By (o = fams) = aea (s = fama)
hn—z(fn—l - fn—z) - hn—l(fn—z - fn—3)
hn—l(ﬁ1 - fn—l) - hn(fn—l - fn—Z)

Yugoridagi matritsani hisoblash uchun yechimni (10) formuladan gidiramiz:

Cj = @js1,Civr + i1, j = 0,1,...,N — 1, (29)
bu yerda a;,, , §j+;— noma’lum bo‘lgan koeffitsiyentlar. Ularni quyidagicha
aniglaymiz:
Cjo1 = Ajar G + By = Aj(@11Ciun + Biua) + B =
= aj@j11Cj41 + (@Bj41 + ), j =0,1,...,N - 1.

¢, ¢i-1,j =0,1,...,N — 1 olingan ifodalarni (17) tenglamaga almashtiramiz



@1 (hja; = 2(h; + hjr)) + hja [ + [Bia (hja; — hyr) + hiB; + f;] = 0.

Kvadrat gavslardagi ifodalar nolga tenglansa Ojs1, B koeffitsiyentlari

+1
topiladi.

b g = P
h]+1 a’]h] J

Ajyq = o) =12 N -1, (20)
(20) tenglama «;,p; lar bilan ifodalanadi, ularni topish uchun dastlabki
qiymatlarni belgilashimiz kerak. Bu boshlang‘ich qiymatlar j=0 bo‘lganda
ekvivalentlik shartidan (19) topiladi, ya’ni ¢, = a;¢; + ;  ko‘rinishiga kelib, (18)
tenglamani birinchisiga o‘xshash bo‘ladi.
Shunday qilib
@ = w,fj = (21)

(20), (21) formulalardan foydalanib ¥s1, B koeffitsiyentlarini topish
bevosita  to‘g‘ri  progonka  usuli  deyiladi.  aji1, 841,/ =01,...,N -1,
koeffitsiyentlarini topish davomida, j = N — 1 dan boshlab (17), (18) sistemaning
yechimlari (20) formula bilan topiladi. Ushbu formula yordamida hisoblashlarni
boshlash uchun cyma’lum bo‘lishi kerak

Cn = WaCN—1 + Uz, Cy—1 = anCy + By

va u quyidagiga teng ————2 wBntity
—-—w (ZN
Quyidagi formulalarga ko‘ra c; topish
Cj = aj+1ici+1 + ,Bj+1,j =N — 1,N —2,..., 0,

_ (")ZBN'}'”Z (22)

cy = e
(22) ga teskari progonka usuli deyiladi. Umumiy holatda (17), (18) sistemalarni
yechish algoritmi (20) - (22) formulalar bilan aniglanadi.
Progonka usuli orgali c;, (i=1, ... , n) koeffitsiyentlarga ega bo‘lamiz va qolgan
koeffitsiyentlarni quyidagicha aniglaymiz.

Ci —Ci—q h; hi2 fi— fi-a
D = = ¢ __d )
T g T T

i=12,..., N.

di:

Shunday qilib, s"(a) = S"(b) = 0 sharti bilan berilgan kubik splayn modelini

qurish isbotlandi.



Yugorida qurilishi keltirilgan lokal interpolyatsion Natural splayn-funksiya
grafigi hamda kubik B -splayn funksiya grafigi bilan tagqoslandi. Ushbu ikkita lokal
kubik splaynlarning yaqginlashishini berilgan funksiya £ (x) bilan solishtiramiz:

f(x) = 2* bo‘lganda f(x) = 27 bo‘lganda

3-rasm. f(x) = 2* funksiyani ikkita kubik | 4-rasm. f(x) = 27* funksiyani ikkita kubik
splayn bilan yaqginlashtirish natijalari splayn bilan yaginlashtirish natijalari

1, 2 -misollardan ko‘rinadiki, S;(x) splayn funksiya grafigi f(x) funksiya
grafigini B;(x) splayn funksiya grafigiga garaganda yaxshiroqg yaginlashtiradi. Bu
esa signallarga ragamli ishlov berishda Natural splaynning aniqlik ko‘rsatkichi
yugoriligini va qurilish jihatidan soddaligini hisobga olib hisoblash jarayonlari

uchun qo‘l kelishini ko‘rishimiz mumkin.
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